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L e t  D be  an. i n t e g r a l  dom ain  w i t h  1 =(= 0 and  q u o t i e n t
f i e l d  K . I f  A ^  (0 )  i s  a  f r a c t i o n a l  i d e a l  o f  D , then .
A- 1  = [D :A ] k  = ( x e  K j x A c  D ) .  Two f r a c t i o n a l  i d e a l s  A and
B a r e  s a i d  t o  b e  e q u i v a l e n t  i n  t h e  s e n s e  o f  A r t i n  and
- 1  -1van. d e r  W aerden  (in. s y m b o l s ,  A ~  B) p r o v i d e d  A-  = B-  . I t
h a s  b e e n  shown by  van. d e r  W aerden  t h a t  i f  D i s  c o m p l e t e l y
i n t e g r a l l y  c l o s e d  and  s a t i s f i e s  an. a p p r o p r i a t e  chain .
c o n d i t i o n ,  t h e n  e v e r y  i d e a l  A =}= (0 )  in. D i s  e x p r e s s i b l e  i n
t h e  fo rm  A ~  . . .  Pn , w h e re  P^ i s  a  p r i m e  i d e a l  f o r
i = 1 , . . . , n  and  w h e re  t h e  P^ a r e  u n i q u e  up t o  o r d e r  and
e q u i v a l e n c e .  T o s h i o  N i s h i m u r a  h a s  shown t h a t  D i s  a  K r u l l
dom ain  i f  and  o n l y  i f  e a c h  f r a c t i o n a l  i d e a l  A =}= (0 )  h a s  a
e .
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  t y p e  A ~  , w h e re  P^ i s  a
p r i m e  i d e a l  .and e ^  i s  an. i n t e g e r  f o r  i  = l , . . . , n  and
e i
w h e r e  t h e  f a c t o r s  P^ a r e  u n i q u e  up t o  o r d e r  and e q u i v a l e n c e  
w i t h  D .
In. t h i s  p a p e r  i t  i s  shown, t h a t .  D i s  a  K r u l l  dom ain
i f  and  o n l y  i f  e a c h  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  ( a )  in. D i s
e x p r e s s i b l e  i n  t h e  f o r m  ( a )  ~  P-^, . . . , P  w h e re  P^ i s  a
p r i m e  i d e a l  f o r  i  = l ,  . . . , n  . C h a r a c t e r i z a t i o n s  a r e  a l s o
g iven ,  o f  d om ains  D i n  w h ic h  t h e  p r i n c i p a l  i d e a l s  h a v e  
c e r t a i n  o t h e r  r e p r e s e n t a t i o n s .  F o r  e x a m p le ,  i t  i s  fo u n d  
t h a t  e a c h  p r i n c i p a l  i d e a l  i n  D i s  a  p r o d u c t  o f  p r i m e
i d e a l s  i f  and  o n l y  i f  D i s  a  K r u l l  dom ain  i n  w h i c h  m in im a l  
p r i m e  i d e a l s  a r e  i n v e r t i b l e .  I n  a d d i t i o n ,  a  n e c e s s a r y  and  
s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  t h a t  a  K r u l l  dom ain  be  N o e t h e r i a n .  i s  
g i v e n .
F u r t h e r ,  a  num ber  o f  i d e a l - t h e o r e t i c  p r o p e r t i e s  a r e  
o b t a i n e d  f o r  u s e  i n  p r o v i n g  t h e  above  m e n t i o n e d  m ain  r e s u l t s .
v
CHAPTER I
I n t r o d u c t i o n .
a .  P r e l i m i n a r i e s . T h r o u g h o u t  t h i s  p a p e r  D w i l l
d e n o t e  an. i n t e g r a l  domain, w i t h  1 0 a n d  q u o t i e n t  f i e l d  K.
I f  A 4= (0 )  i s  a  f r a c t i o n a l  i d e a l  o f  D , t h e n  
A- "^ = [ D : A ] ^ =  ( x e  K -| x A c z D } .  T wo  f r a c t i o n a l  i d e a l s  A a nd  B
a r e  s a i d  t o  be  e q u i v a l e n t  i n  t h e  s e n s e  o f  A r t i n  and  van. d e r  
Waerden. (in. s y m b o l s ,  A ~  B) p r o v i d e d  A” **" = B“ ^ . (See
[ 1 ] ,  [ 2 ] ,  [ 3 ] , [ 4 ] , [ 5 ] i [ 6 ] ) . I t  i s  shown, i n  [ 1 ; 9 4 ]  t h a t  i f  D
i s  c o m p l e t e l y  i n t e g r a l l y  c l o s e d  and  s a t i s f i e s  an a p p r o p r i a t e  
c h a i n  c o n d i t i o n ,  then ,  e v e r y  i d e a l  A =|= (0 )  i n  D i s  
e x p r e s s i b l e  in. t h e  fo r m
w h e re  P^ i s  a p r i m e  i d e a l  f o r  i  = l ,  . . . , n  an d  w h e re  t h e
P^ a r e  u n i q u e  up t o  o r d e r  and  e q u i v a l e n c e .  N i s h i m u r a
p r o v e s  in. [ 4 ]  t h a t  D i s  a  K r u l l  dom ain  i f  and  o n l y  i f  e a c h
f r a c t i o n a l  i d e a l  A ^  ( 0 )  h a s  a  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e
e^
t y p e  A ~  ^ = 1^1 3 w h e re  P^ i s  a  p r i m e  i d e a l  and  e .  i s
e i 1an i n t e g e r  f o r  i  = 1 , .  , . , n  and  w he re  t h e  f a c t o r s  Pi  a r e  
u n i q u e  up t o  o r d e r  and  e q u i v a l e n c e  w i t h  D . (S ee  a l s o  
[ 7 ; 1 1 9 ] in. t h i s  c o n n e c t i o n ) .
The o r i g i n a l  i n t e n t  o f  t h i s  p a p e r  was t o  c h a r a c t e r i z e
i2
d o m a in s  D i n  w h i c h  e a c h  i d e a l  A 4= ( 0 )  i n  D h a s  a  ( n o t  
n e c e s s a r i l y  u n i q u e )  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  t y p e  i n  ( 1 ) .  We 
f i n d ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h i s  c o n d i t i o n  on  D i s  e q u i v a l e n t  
t o  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  e v e r y  n o n - z e r o  p r i n c i p a l  i d e a l  i n  D 
h a s  s u c h  a  r e p r e s e n t a t i o n ,  w h i c h  i n  t u r n  i s  e q u i v a l e n t  t o  
t h e  c o n d i t i o n  t h a t  D i s  a  K r u l l  d o m a i n .  We a l s o  g i v e  
c h a r a c t e r i z a t i o n s  o f  d o m a in s  D i n  w h i c h  t h e  p r i n c i p a l  i d e a l s  
h a v e  c e r t a i n  o t h e r  r e p r e s e n t a t i o n s .  F o r  e x a m p l e ,  we show 
t h a t  a  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  t h a t  e a c h  
p r i n c i p a l  i d e a l  i n  D b e  a  p r o d u c t  o f  p r i m e  i d e a l s  i s  t h a t  
D b e  a  K r u l l  dom ain  i n  w h i c h  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l s  a r e  
i n v e r t i b l e  (T h e o re m  3 - 2 ) .  I n  a d d i t i o n ,  we g i v e  a  n e c e s s a r y  
a nd  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  t h a t  a  K r u l l  dom ain  b e  N o e t h e r i a n  
(T h e o re m  3 . 4 ) •
M ost  o f  t h e  m a i n  r e s u l t s  in. t h i s  p a p e r  w e r e  s t a t e d  i n  
a  p r e l i m i n a r y  r e p o r t  w h i c h  a p p e a r s  i n  t h e  N o t i c e s  o f  t h e  
A m erican .  M a t h e m a t i c a l  S o c i e t y , v .  l 4 , ( 0 c t .  1 9 6 7 ) ,  8 3 7 .  A f t e r  
t h a t  p a p e r  was c o m p l e t e d ,  we r e c e i v e d  a  p r e p r i n t  o f  
S e m i n a i r e  D1A l g e b r e , F a c u l t e  d e s  S c i e n c e s  -  B r e s t ,  1 9 6 6 - 1 9 6 7 * 
i n  w h i c h  t h e  a u t h o r s  s t a t e  t h a t  a  dom ain  D i s  a  K r u l l  d o m a in  
i f  a n d  o n l y  i f  e a c h  i d e a l  A 4s ( 0 )  i n  D h a s  a  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  t h e  t y p e  in. ( 1 )  ( a n d  no  u n i q u e n e s s  i s  a s s u m e d ) .
b .  D e f i n i t i o n s , N o t a t i o n , T e r m i n o l o g y . I t  i s  a s su m e d  
t h a t  t h e  r e a d e r  i s  f a m i l i a r  w i t h  t h e  f o r m a t i o n ,  o f  q u o t i e n t  
r i n g s  Dp o f  D w h e r e  P i s  a  ( p r o p e r )  p r i m e  i d e a l ,  a n d
3w i t h ,  t h e  b a s i c  t h e o r e m s  c o n c e r n i n g  e x t e n s i o n ,  a n d  c o n t r a c t i o n .
o f  i d e a l s  r e l a t i v e  t o  Dp a n d  t h e  r e l a t i o n s  b e t w e e n . i d e a l s
in. D a n d  i d e a l s  in, Dp . ( S e e ,  f o r  e x a m p le ,  [ 1 0 ^ 2 1 8 - 2 3 3 ] ) -
G e n e r a l l y ,  t h e  n o t a t i o n  a n d  t e r m i n o l o g y  w i l l  b e  t h a t  o f
[ 1 0 ]  \ in. p a r t i c u l a r ,  we u s e  t o  d e n o t e  c o n t a i n m e n t ,
w h e r e a s  < w i l l  d e n o t e  p r o p e r  c o n t a i n m e n t .  —
I f  A c  K, t h e  q u o t i e n t  f i e l d  o f  D , th en .  A i s  a
f r a c t i o n a l  i d e a l  o f  D p r o v i d e d  A i s  a  D -m o d u le  a n d  t h e r e
e x i s t s  a  n o n - z e r o  e l e m e n t  d o f  D s u c h  t h a t  dA c  D , In.
p a r t i c u l a r ,  i d e a l s  in. D a r e  f r a c t i o n a l  i d e a l s  a n d  a r e
r e f e r r e d  t o  a s  i n t e g r a l  i d e a l s \ e l e m e n t s  o f  D a r e  c a l l e d
i n t e g r a l  e l e m e n t s  o f  K . We s h a l l  u s e  " f r a c t i o n a l  i d e a l "
t o  mean, n o n - z e r o  f r a c t i o n a l  i d e a l .
F o r  f r a c t i o n a l  i d e a l s  A a n d  B o f  D , t h e  m e a n in g
o f  A ^ a n d  o f  A ~  B i s  s t a t e d  in. p a r t  a .  a b o v e .  The s e t
A- ^  i s  a  f r a c t i o n a l  i d e a l  o f  D , a s  i s  AB. I f
(A A , then .  A i s  c a l l e d  a  v - i d e a l ; A i s
q u a s i - i n v e r t i b l e  p r o v i d e d  AA“ ^ ~  D .
In. t h i s  p a p e r  we s a y  t h a t  an. i n t e g r a l  i d e a l  A o f  D
. h a s  an. q -  r e p  r e  s  e n t  a t  i o n  ( a  g - r e p r e s e n t  a t  io n . ) i f  A s a t i s f i e s
e .
a  " q u a s i - e q u a l i t y "  o f  t h e  t y p e  A ~  IS = 1 P: ( o f  t h e  t y p e
n e i
A ~  ) w h e r e  P^ i s  a  p r i m e  i d e a l  ( w h e r e  P i  i s  a
q u a s i - i n v e r t i b l e  p r i m e  i d e a l )  a n d  e^  i s  a  p o s i t i v e  
i n t e g e r ,  a n d  w h e r e  P. 4= P-t f o r  i  4= i*,1 = 1 ,  . . . , n  ; we'
J. J
s a y  t h a t  A h a s  a n  a * -  r e p  r e  s en.t a t  ion.  ( a  g -  r e p r e s e n t  a t  i o n . )
4i f  A h a s  a n  a - r e p r e s e n t a t i o n  ( a  p - r e p r e s e n . t a t i o n ) i n  w h i c h  
t h e  p r i m e  i d e a l s  a r e  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l s  o f  D .
A K r u l l  domain, can. h e  d e f i n e d  [ 9 j 1 1 5 - H 6 ]  a s  a  d o m a in  
D w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  c o n d i t i o n s :
a )  f o r  e a c h  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  P o f  D , Dp i s  a  
D e d e k i n d  d o m a in  ( e q u i v a l e n t l y ,  Dp i s  a  N o e t h e r i a n  
v a l u a t i o n ,  r i n g ) ;  
h )  e a c h  n o n - z e r o  e l e m e n t  o f  D i s  in. o n l y  f i n i t e l y
many m i n i m a l  p r i m e  i d e a l s  o f  D ;
c )  D = flDp, w h e r e  t h e  i n t e r s e c t i o n  i s  o v e r  a l l  Dp
s u c h  t h a t  P i s  a  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  D .
F i n a l l y ,  i f  A and  B a r e  i n t e g r a l  i d e a l s  o f  D , 
t h e  q u o t i e n t  i d e a l  A:B i s  fx eD | xB c: A } ; we s a y  t h a t  A 
i s  a  p r o p e r  i d e a l  o f  D i f  (0 )  < A < D  .
CHAPTER I I
Some i d e a l - t h e o r e t i c  p r o p e r t i e s  i n  t e r m s  o f  q u a s i - e q u a l i t y .
I n  t h i s  c h a p t e r  we o b t a i n  r e s u l t s  t o  b e  u s e d  i n  p r o v i n g  
t h e  t h e o r e m s  o f  C h a p t e r  I I I .  Some o f  t h e s e  r e s u l t s  a r e  o f  
i n t e r e s t  w i t h i n  t h e m s e l v e s ;  f o r  e x a m p l e , T h eo re m  2 . 7  g i v e s  
a  c h a r a c t e r i z a t i o n ,  o f  D e d e k i n d  d o m a in s  in. t e r m s  o f  
q u a s i - i n v e r t i b i l i t y  o f  p r i m e  i d e a l s .  A lso *  we o b t a i n ,  a s  
e a s y  c o r o l l a r i e s  ( C o r o l l a r i e s  2 . 1 4  an d  2 . 1 6 )  two c h a r a c t e r ­
i z a t i o n s  o f  t h e  p r o p e r  i n t e g r a l  v - i d e a l s  o f  a  K r u l l  domain.,  
t h e  f i r s t  o f  w h i c h  i s  s t a t e d  w i t h o u t  p r o o f  i n  [ 7 ; 1 1 9 3 -
F i r s t ,  we s t a t e  w i t h o u t  p r o o f  some o f  t h e  e l e m e n t a r y  
p r o p e r t i e s  o f  a n d  o f  " i n v e r s e ' 1; some o f  t h e s e  can. b e
f o u n d  i n  P a r a g r a p h  105  o f  [ 1 ] ,  a n d  t h e  o t h e r s  a r e  e a s i l y -  - 
v e r i f i e d .  We w i l l  u s e  m o s t  o f  t h e s e  p r o p e r t i e s  w i t h o u t
r e f e r e n c e  t h r o u g h o u t  t h i s  p a p e r .
P r o p o s i t i o n .  2 . 1 . L e t  A, B, C b e  f r a c t i o n a l  i d e a l s  o f  D .
E a c h  o f  t h e  f o l l o w i n g  h o l d s .
1 .  The r e l a t i o n  i s  an e q u i v a l e n c e  r e l a t i o n  on
t h e  c o l l e c t i o n  o f  f r a c t i o n a l  i d e a l s  o f  D „
2 .  I f  A c  B th en .  A- 1  => B_1  ; A B c D  i f  a n d  o n l y
i f  A c :  B- 1  .
5
63 .  A c  (A- 1 ) 1  a n d  A ~  (A"1 ) - 1  ; A A ^ c D  ; i f
A c  D, t h e n  A c  AA- 1  .
4 .  I f  A ~  B t h e n  A c  (B- 1 ) - 1 ; i f  A ~  B a n d  A
an.d B a r e  v - i d e a l s ,  then .  A = B; i f  A ~ B  a nd  
B c  D, th en .  A c  D .
5-  I f  A ~ B ,  t h e n  AC ~  BC; i f  AC ~  BC an d  C i s
q u a s i - i n v e r t i b l e ,  th en .  A ~ B  .
6 .  I f  A c B c C  an.d A ~ C ,  t h e n  B ~  C .
_ q  '7 .  I f  AB~ D, t h e n  B ~ A  ; i f  A ~ B  an.d B i s
q u a s i - i n v e r t i b l e ,  th en .  A i s  q u a s i - i n v e r t i b l e .
8 . AB i s  q u a s i - i n v e r t i b l e  i f  a n d  o n l y  i f  e a c h  o f
A a n d  B i s  q u a s i - i n v e r t i b l e .
9-  (AB) ^ a ' V ' ' ' ;  i f  A i s  i n v e r t i b l e  ( i . e .  i f  
AA- 1  -  D) ,  th en .  (AB)"1 = A- 1B~1 .
1 0 .  I f  A a n d  B a r e  v - i d e a l s ,  t h en .  Af l B  i s  a
v - i d e a l .
1 1 .  I f  A i s  i n v e r t i b l e ,  t h e n  A i s  a  v - i d e a l .
Lemma 2 . 2 .  I f  P i s  a  n o n - z e r o  p r i m e  i d e a l  o f  D , t h e n  
PP- 1  = P o r  (P - 1 ) - 1  = P . I f  P i s  q u a s i - i n v e r t i b l e  a nd  
P /  D , t h e n  (P - 1 ) - 1  = P .
P r o o f : S i n c e  D => P- 1 (P - 1 )" 1 t h en .  P => (PP- 1 ) (P - 1 ) - 1  ,
a  p r o d u c t  o f  tw o  i n t e g r a l  i d e a l s  e a c h  o f  w h i c h  c o n t a i n s  P , 
a n d  t h e  f i r s t  c o n c l u s i o n  f o l l o w s ; t h e  s e c o n d  f o l l o w s  f r o m  
t h e  f i r s t .
7Lemma 2 . 3  ■ L e t  P b e  a  q u a s i - i n v e r t i b l e  p r i m e  i d e a l  a n d  
l e t  A,B b e  i n t e g r a l  i d e a l s  o f  D . I f  P ~  AB, t h e n  
P ~  A o r  P ~  B a n d  t h e  o t h e r  o f  A and  B i s  q u a s i - e q u a l  
t o  D .
P r o o f : The p r o o f  i s  t r i v i a l  i f  P ~  D, s i n c e
A B c A c D  . I f  P ^ D  t h e n  P i s  a  v - i d e a l  b y  Lemma 2 . 2 .  
T h e r e f o r e ,  ABcr p  so  t h a t ,  s a y ,  Ac=p a n d  (A- ^ ) - 1  c  ( P - 1 ) - 1 . 
S i n c e  A i s  q u a s i - i n v e r t i b l e  ( b e c a u s e  P i s )  t h e n  
A” "*"P~BeD a n d  we h a v e  A ' ^ P c D  . I t  f o l l o w s  t h a t
(A“ ^ ) ” ^  3  (P“ 'L) “ ^  and  P ~  A . T h a t  B ~  B i s  i m m e d i a t e
f r o m  P ~  AB ~  PB .
Lemma 2 . 4 .  I f  P i s  a  q u a s i - i n v e r t i b l e  p r i m e  i d e a l  o f  D
a n d  P D , t h e n  P i s  m i n i m a l  among t h e  q u a s i - i n v e r t i b l e
p r i m e  i d e a l s  o f  D .
P r o o f : I f  Q i s  a  q u a s i - i n v e r t i b l e  p r i m e  i d e a l  and  
P * t h e n  Q ~  PA f o r  some i n t e g r a l  i d e a l  A ( t a k e  
A = P ^ Q ) . By Lemma 2 .3 *  Q ~  P /  D a n d  s i n c e  Q /  D , 
t h e n  b o t h  P a n d  Q a r e  v - i d e a l s  b y  Lemma 2 . 2 .  T h e r e f o r e ,
Q = P .
Lemma 2 . 5 -  I f  A, B a r e  n o n - z e r o  i n t e g r a l  i d e a l s  o f  D
a n d  B ~  D , t h e n  A f! B ~  A .
P r o o f :  We h a v e  AB c  A fl B c  A a nd  AB ~  A . T h e r e ­
f o r e ,  A fl B ~  A .
8P r o p o s i t i o n  2 . 6 . I f  e a c h  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  i n  D h a s  
an. a - r e p r e s e n t  a t  ion .  ( a  {3- r e p r e s e n . t a t i o n . )  t h e n
a )  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l s  o f  D a r e  q u a s i - i n v e r t i b l e  
v - i d e a l s  and.,  c o n v e r s e l y ,  i f  P i s  a  q u a s i -  
i n v e r t  i b l e  p r i m e  i d e a l  w i t h  P ^  D t h e n  P i s  
a  m i n i m a l  p r i m e  a n d  a  v - i d e a l ;
b )  i f  P i s  a  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  D a n d
0 ^  x  e P ,  t h e n .  P o c c u r s  in. e a c h
a - r e p r e s e n . t a t i o n  ( i n  e a c h  0 - r e p r e s e n t a t i o n . )  o f  
( x ) -  t h u s ,  e a c h  n o n - z e r o  e l e m e n t  o f  D i s  i n  
o n l y  f i n i t e l y  m any  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l s ;
c )  e a c h  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  in. D h a s  an
a * - r e p  r e  s e n t  a t  i o n  ( a  p * - r e p r e s e n . t a t i o n . )  „
P r o o f : We s u p p o s e  f i r s t  t h a t  e a c h  p ro p e r*  p r i n c i p a l
i d e a l  in. D h a s  an. a - r e p r e s e n t a t i o n . . By v i r t u e  o f  Lemma 
2 . 5 , i t  w i l l  b e  c l e a r  t h a t  t h e  same p r o o f ,  w i t h  o b v i o u s
c h a n g e s  in.  n o t a t i o n ,  w i l l  s e r v e  in. t h e  o t h e r  c a s e .
I
a )  L e t  P b e  a  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  D , l e t
e .
0 x e  P a n d  l e t  ( x )  ~  I ^ - ^ P ^1 b e a n  a - r e p r e s e n t a t i o n  o f
( x )  . We can. a s s u m e  t h a t  P^ /  D f o r  a l l  I  . S i n c e  P^
i s  q u a s i - i n v e r t i b l e  a n d  P .  7^  D , t h e n  P. i s  a  v - i d e a l
©-
f o r  e a c h  i  , a n d  c  (x ) e  p  i m p l i e s  P = P^  f o r
some i  = 1 , . . . , n  . C o n v e r s e l y ,  l e t  P b e  a  q u a s i - i n v e r t i b l e  
p r i m e  i d e a l  w i t h  P /  D , a n d  s u p p o s e  Q i s  a  p r i m e  i d e a l  
s u c h  t h a t  ( 0 )  < Q a  P . L e t  0 ={= x  e Q , a n d  l e t
9( x )  ~  be  an a - r e p r e s e n t a t i o n  o f  (x )  . S i n c e
• p  ®  ■ ?
.iri = 1 P c  ( x ) c Q  t h e n  P . c Q c P  f o r  some i  , a n d  s i n c e
P^ i s  q u a s i - i n v e r t i b l e , t h e n  P = P^ = Q "by Lemma 2 . 4 .
I
b )  I f  0 ^  x  e P w h e re  P i s  a  m in i m a l  p r i m e  i d e a l ,
e .
an d  (x )  ~  ^ 1=1^ -^s an  a - r e p r e s e n t a t i o n ,  o f  ( x ) ,  then ,
n e in i = 1 P i  c  ( x ) c p  a n d  i t  f o l l o w s  t h a t  P = P^ f o r  some 
i  — 1 , .  . . , n  ■
c )  T h i s  f o l l o w s  f r o m  a )  s i n c e  i d e a l s  q u a s i - e q u a l  t o  
D n e e d  n o t  b e  i n c l u d e d  i n  an  a - r e p r e s e n t a t i o n  o f  a p r o p e r  
p r i n c i p a l  i d e a l .
i
T h eo re m  2 . 7 . The f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  a r e  e q u i v a l e n t .
1) D i s  a D e d e k in d  d o m a in .
2) P r o p e r  p r i m e  i d e a l s  o f  D a r e  m ax im a l  and  e a c h
p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  i n  D h a s  an
a - r e p r e s e n t a t i o n  ( a  ^ - r e p r e s e n t a t i o n ) .
3) P r o p e r  p r i m e  i d e a l s  o f  D a r e  q u a s i - i n v e r t i b l e
v - i d e a l s .
4 )  I f  P i s  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  D , t h e n  P 
i s  q u a s i - i n v e r t i b l e  and  P /  D .
i
P r o o f : In  a D e d e k in d  d o m a in ,  p r o p e r  p r i m e  i d e a l s
a r e  m a x im a l  [ 1 0 ; 2 7 5 ] ;  e a c h  i d e a l  i s  a f i n i t e  p r o d u c t  o f  
p r i m e  i d e a l s  [ 1 0 ;  2 7 0 ] ;  a n d 1, e a c h  i d e a l  i s  a f i n i t e  i n t e r ­
s e c t i o n  o f  p r i m e  p o w e r  i d e a l s  [ 1 2 ] .  T h e r e f o r e  1 )  i m p l i e s  
2 ) .  T h a t  2) i m p l i e s  3) i s  i m m e d ia t e  f r o m  P r o p o s i t i o n  2 . 6 .
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I t  i s  c l e a r  t h a t  3)  i m p l i e s  4 ) .  To show 4 ) i m p l i e s  1 ) ,  i t  
i s  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t  p r o p e r  p r i m e  i d e a l s  o f  D a r e
i n v e r t i b l e  [ 1 3 ] *  I f  P i s  a p r o p e r  p r i m e  i d e a l  t h e n
PP~^ ~  D and  P /  D t o g e t h e r  im p l y  t h a t  PP- ^ > P . B u t ,
i
when 4 )  h o l d s ,  p r o p e r  p r i m e  i d e a l s  a r e  m ax im al  b y  Lemma 2 . 4 .  
T h e r e f o r e  PP- ^ = D and  4 ) i m p l i e s  1 ) .
N o t e : I n  t h e  p r o o f  o f  Lemma 2 . 8  t o  f o l l o w ,  a s  w e l l  a s
e l s e w h e r e ,  we w i l l  u s e  t h e  symbol  - 1  t o  i n d i c a t e  b o t h
i n v e r s e  w i t h  r e s p e c t  t o  D and  i n v e r s e  w i t h  r e s p e c t  t o  Dp , 
P a p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  D ; t h a t  w h ic h  i t  s i g n i f i e s  w i l l  
b e  c l e a r  f ro m  t h e  c o n t e x t .
Lemma 2 . 8 . L e t  P be  a p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  D , l e t  
A,B be  f r a c t i o n a l  i d e a l s  o f  D , and  l e t  x  e K .
a )  I f  P /  D and  A ~  (x )  t h e n  ADp ~  xDp as
f r a c t i o n a l  i d e a l s  o f  Dp . — -
b )  I f  D s a t i s f i e s  t h e  a s c e n d i n g  chain ,  c o n d i t i o n  
f o r  i n t e g r a l  v - i d e a l s  and  A ~  B , t h e n
ADp ~  BDp a s  f r a c t i o n a l  i d e a l s  o f  Dp .
P r o o f :  a )  We h a v e  xDp (ADp ) - 1 = [ (xDp ) - 1ADp ] - 1
= [ ( x ) " 1DpADp]" 1 = (A“ 1ADp ) “1 , and  s i n c e  AA- 1 ~ D  t h e n  
A- "''A P so  t h a t  A- "'"ADp = Dp . T h e r e f o r e ,  xDp (ADp ) - '1' = Dp 
a n d  we c o n c l u d e  t h a t  (ADp ) - "^ = ( xDp .
b )  S i n c e  D s a t i s f i e s  t h e  a s c e n d i n g  cha in ,  c o n d i t i o n  
f o r  i n t e g r a l  v - i d e a l s  t h e n ,  by  Lemma 2 o f  [ 4 ] ,
I
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— 1  - 1C" Dp = (CDp)~ f o r  e a c h  f r a c t i o n a l  i d e a l  C o f  D . T h e r e ­
f o r e ,  (ADp)"1 = A_1Dp = B- 1 Dp = ( BDp ) " 1 and  ADp ~  BDp .
P r o p o s i t i o n  2 . 9 . I f  e a c h  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  i n  D h a s  
a n  a - r e p r e s e n t a t i o n .  ( a  (3- r e p r e s e n t  a t  i o n . ) , then.  Dp i s  a 
D e d e k in d  dom ain  f o r  e a c h  m in i m a l  p r i m e  i d e a l  P o f  D .
P r o o f : We assum e f i r s t  t h a t  e a c h  p r o p e r  p r i n c i p a l
i d e a l  h a s  an. a - r e p r e s e n t a t i o n .  I t  w i l l  b e  c l e a r  t h a t  a
c h a n g e  i n  n o t a t i o n  w i l l  r e s u l t  i n  a p r o o f  f o r  t h e  o t h e r  c a s e .
L e t  P b e  a  m in i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  D , l e t
6 .
0 =j= x e P,  and  l e t  (x )  ~  he  an a - r e p r e s e n t a t i o n
o f  (x )  (P d o e s  o c c u r  and  P /  D b y  P r o p o s i t i o n  2 . 6 ) .  By
e .
Lemma 2 . 8 ,  xDp ~  (P e nP=1Pi ;L)Dp = (PDp ) e . T h e r e f o r e ,  PDp
i s  q u a s i - i n v e r t i b l e ,  and  s i n c e  xDp < Dp t h e n  PDp /  Dp . 
T h u s ,  Dp i s  a  D e d e k in d  domain, b y  Theorem 2 . 7 .
I t  i s  n o t  d i f f i c u l t  t o  show t h a t  i f  P i s  an
i n v e r t i b l e  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  D t h e n  8 ^ _ ^ P n  i s  a
p r i m e  i d e a l  ( u s e  t h e  f a c t  t h a t  Pn  i s  i n v e r t i b l e  f o r  e a c h
n [ 1 0 ; 2 7 2 ]  and  i f  A i s  an i d e a l  s u c h  t h a t  A c  P^ and
A (f P t h e n  A = P B f o r  some i n t e g r a l T  i d e a l  B s u c h  t h a t
B P ) * W ith  t h i s  r e s u l t ,  t h e  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  lemma 
i s  s t r a i g h t f o r w a r d :
Lemma 2 . 1 0 . I f  P i s  an i n v e r t i b l e  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  
D , t h e n  t h e  p r i m a r y  i d e a l s  b e l o n g i n g  t o  P a r e  e x a c t l y  t h e  
p o w e r s  o f  P — t h u s ,  p ( n ) = pn  f o r  e a c h  n b y  [ 1 0 ; 2 3 2  and
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2 2 8 ] ,  w he re  p ( n ) i s  t h e  s y m b o l ic  po w er  o f  P .
Lemma 2 . 1 1 . I f  P i s  a  m in i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  t h e  K r u l l
dom ain  D , t h e n
a)  t h e  p r i m a r y  i d e a l s  b e l o n g i n g  t o  P a r e  e x a c t l y  
t h e  s y m b o l i c  p o w e r s  o f  P ;
b )  p ( n ) i s  a  v - i d e a l  f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  .
P r o o f : a )  E ach  s y m b o l i c  po w e r  o f  P i s  p r i m a r y
f o r  P , so  we show i f  Q i s  p r i m a r y  f o r  P then.  Q = P ^ n ^
f o r  some n  .
S i n c e  1 Dp i s  a  D e d e k in d  dom ain  w i t h  u n i q u e  p r o p e r  
p r i m e  i d e a l  PDp , t h e n  QDp = (PDp )n  f o r  some n > 0  .
T h e r e f o r e ,  QPp f! D = p ( n ) and  so Q = P^n  ^ [ 1 0 ;  2 2 8 ] .
b )  S i n c e  Dp i s  a  D e d e k in d  dom ain ,  t h e n  PnDp i s  
a  v - i d e a l  o f  . B e in g  a  K r u l l  do m ain ,  D s a t i s f i e s  t h e
i
a s c e n d i n g  cha in ,  c o n d i t i o n  f o r  i n t e g r a l  v - i d e a l s  [ 4 ; 1 2 1 ]  o r  
[5 i5lj>  and. b y  P r o p o s i t i o n .  2 o f  [ 4 ] ,  t h e  c o n t r a c t i o n  o f  an  
i h t e ’g r a l  v - i d e a l  o f  Dp i s  a  v - i d e a l  o f  D . T h e r e f o r e ,  
Pn Dp fl D = p ( n ) i s  a  v - i d e a l  o f  D .
F o r  some o f  t h e  r e m a i n i n g  p r o o f s  i n  t h i s  c h a p t e r  and 
in. C h a p t e r  I I I ,  we w i l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t  f rom  
[ 4 ; 1 2 1 ] :  I f  D I s  a  K r u l l  dom ain  then,  e a c h  p r o p e r  i n t e g r a l
i d e a l  A s u c h  t h a t  A /  D h a s  a u n i q u e  a * - r e p r e s e n t a t i o n .
Lemma 2 . 1 2 .  L e t  D be  a  K r u l l  dom ain  and  l e t  S be  t h e
13
c o l l e c t i o n  o f  m in i m a l  p r i m e  i d e a l s  o f  D . I f  A and  B
a r e  i n t e g r a l  i d e a l s  o f  D , then .  A ~  B i f  and  o n l y  i f
ADp = BDp f o r  e a c h  P e S .
P r o o f : I f  A ~  B a n d  P e S, then .  ADp = BDp b y
Lemma 2 . 8  and  t h e  f a c t  t h a t  Dp i s  a  D e d e k in d  d o m a in .
C o n v e r s e l y ,  s u p p o s e  ADp = BDp f o r ' e a c h  P e S .
S i n c e  D i s  a  K r u l l  dom ain  t h e n  e a c h  p r o p e r  i n t e g r a l  i d e a l  
C su c h  t h a t  C /  D h a s  an. a * - r e p r e s e n t a t i o n ,  so  t h a t  by  
P r o p o s i t i o n  2 . 6 ,  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  Q o f  D i s  in. S i f
and  o n l y  i f  Q /  D . H ence ,  i f  A ~  D t h e n  1 A P f o r
e a c h  P e S, so t h a t  BDp = ADp= Dp f o r  P e  S . Prom t h i s  we
c o n c l u d e  t h a t  B ~  D . F o r ,  i f  B /  D then.  B h a s  an.
a * - r e p r e s e n t a t i o n  in. w h ic h ,  s a y ,  Pe ( P e  S) o c c u r s  and  we
h a v e  BDp = PeDp < Dp in, c o n t r a d i c t i o n  t o  BDp = Dp . T h e r e ­
f o r e ,  i f  A ~  D t h e n  B ~ D ~ A  .
Now s u p p o s e  A /  D ( t h u s ,  a l s o ,  B /  D ) . L e t  
n e *A ~  I l j . p P . 1 tie t h e  a * - r e p r e s e n . t a t i o n  o f  A , and  then .
~~ 1 s .
l e t  B ~  nP^pPp1 , w h e re  m > n  , s i > 0  f o r  i  = 1 ,  „„„, n.  ,
an d  w h e re  s^  > 0 and  P^ e S f o r  i  = n.+l , . . . ,m i f
e .
m > n  . F o r  P e S  and  i  = 1 ,  . . . , n  , we h a v e  ADp = (P^Dp) 1
i f  P = P^ o r  Dp i f  P 4= 5 a n d ,  f o r  i  = 1 ,  . . . , m  ,
s *
BDp = (Pj_Dp) 1 i f  P = Pp o r  Dp i f  p 4= Pj_ • I t  now
f o l l o w s  t h a t  m = n  and s^  = e^ f o r  i  = 1 , . . . , n  .
T h e r e f o r e ,  A ~  B.
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C o r o l l a r y  2 . 1 3 . I f  a r e  d i s t i n c t  m in i m a l  p r i m e
i d e a l s  o f  a  K r u l l  dom ain  D and  e ^ . . , , e n a r e  p o s i t i v e  
i n t e g e r s ,  then.
S  G I G ) i /  g  )x —n. T-. i  rtn  „  i  —n  „'■ i '  nn. i  ^
t 1 ) % = l P i  ~  n i = l P i  ~  n i = l P i  ~  n i = l P i  m d
~  may Toe r e p l a c e d  b y  = in. (1 )  p r o v i d e d  P^ i s  i n v e r t i b l e
f o r  i  = 1 , . . . , n  .
P r o o f : I f  P i s  a  m in i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  D , then, 
e a c h  member o f  ( 1 ) h a s  t h e  same e x t e n s i o n  t o  Dp , and  (1 ) 
f o l l o w s  f r o m  Lemma 2 . 1 2 .  Now, a  p r o d u c t  o f  i n v e r t i b l e  
i d e a l s  i s  i n v e r t i b l e  a n d ,  h e n c e ,  i s  a  v - i d e a l .  T h e r e f o r e ,  
i f  P^ i s  i n v e r t i b l e  f o r  e a c h  i  , we h a v e  b y  P r o p o s i t i o n
2 . 1  p a r t  10 and Lemma 2 . 1 0  t h a t  e a c h  o f  t h e  q u a s i - e q u a l i t i e s
in. ( 1 ) i s  a  q u a s i - e q u a l i t y  between,  v - i d e a l s  and  so becom es  
e q u a l i t y .
C o r o l l a r y  2 . 1 4 . The p r o p e r  i n t e g r a l  v - i d e a l s  i n  a  K r u l l  
domain. D a r e  e x a c t l y  t h e  f i n i t e  i n t e r s e c t i o n s  o f  s y m b o l i c  
p o w e r s  o f  m in im a l  p r i m e  i d e a l s .
P r o o f : T h a t  su c h  an. i n t e r s e c t i o n  i s  a  ( p r o p e r )
v - i d e a l  i s  im m e d ia te  f r o m  Lemma 2 . 1 1 .  C o n v e r s e l y ,  l e t  A
e .
b e  a  p r o p e r  i n t e g r a l  v - i d e a l  o f  D and  l e t  A ~ n ? _ 1Pi ;L be
t h e  a * - r e p r e s e n t a t i o n .  o f  A . By C o r o l l a r y  2 . 1 3 ,
n e i  n ( e i )
A - I ^ i P i  ~  ^ i = l ^ i  J a  v“ i d e a l .  T h e r e f o r e ,
a  = .
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C o r o l l a r y  2 . 1 5 » I f  D i s  a  K r u l l  domain., t h e n  A = k e r n e l  A 
[ 8 ; 7 3 8 ]  f o r  e a c h  p r o p e r  i n t e g r a l  v - id e ^ J .  A i n  D .
P r o o f :  By C o r o l l a r y  2 . 1 4 ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show
t h a t  a  m in im a l  p r im e  i d e a l  o f  a  v - i d e a l  A i s  a . m i n i m a l  p r im e
i d e a l  o f  D . T h u s ,  l e t  P h e  a  m in im a l  p r im e  i d e a l  o f  A
n ( e i )and  l e t  A = > P^ a  m in i m a l  p r im e  i d e a l  o f  D,
e^ > 0 f o r  i  = 1 , . . . , n  . F o r  e a c h  i  = 1 , . . . , n  we hav e
e .
A c  P. • and ,  n ^ ^ P . 1 c  A c  P i m p l i e s  P .  c  P f o r  some j  .
-L J_— J_ _L J
T h e r e f o r e ,  P = P .  and  P i s  a  m in im a l  p r im e  i d e a l  o f  D .
J
C o r o l l a r y  2 . 1 6 . L e t  D he  a  K r u l l  domain and l e t  S he  
t h e  c o l l e c t i o n  o f  m in im a l  p r im e  i d e a l s  o f  D . A p r o p e r
i n t e g r a l  i d e a l  A o f  D i s  a  v - i d e a l  i f  and  o n l y  i f
A =  fl (ADp D D) w here  P r u n s  o v e r  S .
P r o o f : T h a t  A = Cl (ADp fl D),  P r u n n i n g  o v e r  S ,
f o r  e a c h  i n t e g r a l  v - i d e a l  A o f  D f o l l o w s  f rom  C o r o l l a r y  2 . 1 5
and t h e  f a c t  t h a t  i f  P e S and  P i s  n o t  a  m in im a l  p r im e
i d e a l  o f  A , t h e n  ADp D D = D .
C o n v e r s e l y ,  su p p o s e  A - i s  an  i n t e g r a l  i d e a l  and  t h a t
A = fl (ADp fl D ) ,  P r u n n i n g  o v e r  S —  t h u s ,  A /  D u n l e s s
A = D. L e t t i n g  he  t h e  m in im a l  p r i m e  i d e a l s  o f
A ,  t h e n  A = fl!?_^(ADp^ fl D) s i n c e  ADp fl D =  D f o r  e a c h
P e S su c h  t h a t  P ^  P^ f o r  e a c h  i  = l , . . . , n  . As i n
t h e  p r o o f  o f  Lemma 2 .1 1  ( h ) ,  ADp fl D i s  a  v - i d e a l  f o r
i
e a c h  i  . T h e r e f o r e ,  A i s  a v = i d e a l .
Lemma 2 . 1 7 . L e t  136 d i s t i n c t  m in i m a l  p r i m e
i d e a l s  and  > • • • > Pn d i s t i n c t  n o n - m in i m a l  p r i m e  i d e a l s
o f  a  K r u l l  dom ain  D , and  l e t  e ^ , , , . , e  be  p o s i t i v e
n e ii n t e g e r s .  I f  3-s a  v = i d e a l ,  t h e n
n  k  e in1?- p 1 = n v  . p . 1r = i  1 = 1  i
P r o o f : S i n c e  P^ ~  D f o r  i  = k + 1 , . . . , n  then.
Lemma 2 . 1 2  i m p l i e s  t h a t  ~  ^ i = l ^ i ^  ~  ^1=1^1^  ~
k  n  e i  k e in . = 1P. . I f  n . =1P. i s  a  v - i d e a l  t h e n  Iff nP.  c■L J- 3. 3. ^  J_ 1  3. 3*
6  . -i G •
H i - l P i 1 c  ^ i- l^ i"*"  e q u a l i t y  h o l d s .
Lemma 2 . 1 9 .  I f  A i s  an. i n t e g r a l  i d e a l  o f  D and x  e D 
then .  [ A : ( x ) ] D p = ADp : ( x ) D p f o r  e a c h  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P 
o f  D .
The p r o o f  o f  Lemma 2 . 1 9  i s  s t r a i g h t f o r w a r d  a n d  w i l l  
n o t  be  g i v e n ;  a c t u a l l y ,  t h e  c o n c l u s i o n  i s  v a l i d  i f  (x )  
i s  r e p l a c e d  b y  any  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  i d e a l  B in. D .
Lemma 2 . 2 0 . L e t  D b e  a  K r u l l  do m ain ,  l e t  A =)= (0 )  be
an. i n t e g r a l  i d e a l  o f  D and  l e t  x  e D . Then.
A : ( x )  ~  (A"1 ) - 1 : ( x )  .
P r o o f : By Lemmas 2 . 1 9  and  2 . 1 2 ,  i f  P i s  a  m in i m a l
d e a l  o f  D , then .  [ A: (x )  ]Dp = ADp :xDp = (A“ '1' ) - ^Dp :xDp = 
■^: (x) ]Dp , and  t h e  c o n c l u s i o n  f o l l o w s  f r o m  Lemma 2.1£
i
I n  C h a p t e r  I I I  we w i l l  n e e d  t h e  f o l l o w i n g  lemma f ro m
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[ 9 s 8 ] :
Lemma 2 . 2 1 . L e t  A b e  an  . i n t e g r a l  i d e a l  o f  D and  l e t  
b e  D . • I f  b o t h  A + ( b )  and  A : ( b )  a r e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  
then .  A I s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .
CHAPTER I I I
M ain  r e s u l t s
Theorem  3 . 1 . The f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  a r e  e q u i v a l e n t .
1)  D i s  a  K r u l l  do m ain .
2) Each  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d , e a l  i n  D h a s  an
a - r e p r e s e n t a t i o n .
3) E ach  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  i n  D h a s  a
p - r e p r e s e n t a t i o n .
P r o o f : In  v iew  o f  t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  K r u l l
dom ains  g i v e n  i n  [ 4 ] ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  1 ) i m p l i e s  2 ) so t h a t  
a l s o  1)  i m p l i e s  3)  by  C o r o l l a r y  2 . 1 3 .
We show now t h a t  2) i m p l i e s  1 ) ,  and  i t  w i l l  he  
e v i d e n t  t h a t  t h e  same p r o o f  -  w i t h  m in o r  c h a n g e s  i n  n o t a t i o n . -  
w i l l  p r o v e  t h a t  3 ) i m p l i e s  1 ) .
L e t  S be  t h e  c o l l e c t i o n  o f  m in i m a l  p r i m e  i d e a l s  o f
D .
a )  Dp i s  a  D e d e k in d  dom ain  f o r  e a c h  P e S by
P r o p o s i t i o n  2 . 9 .
b )  F o r  e a c h  n o n - z e r o  e l e m e n t  x  e D., x  e P f o r  
o n l y  f i n i t e l y  many P e S b y  P r o p o s i t i o n .  2 . 6 .
I t  r e m a i n s  t o  show
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c )  D = DDp, w h e re  t h e  i n t e r s e c t i o n  i s  o v e r  a l l  Dp
su c h  t h a t  P e S .
By P r o p o s i t i o n  2 . 6 ,  S i s  n o n - e m p t y , '  so t h e  
c o n t a i n m e n t  D c  HDp i s  c l e a r .  To show t h e  o t h e r  c o n t a i n m e n t ,  
l e t  0 4= t  e HDp and  l e t  t  = x / y  w h e re  x , y  e D . We show 
t h a t  t  e D by  show ing  (x )  c  ( y ) T I f  y  i s  a  u n i t  o f  D 
t h e n  we a r e  t h r o u g h  a l r e a d y ,  so  s u p p o s e  y i s  n o t  a  u n i t  
o f  D .
e .
I f  P e S and  (y )  ~  Pe n.T1L-j.P^:L i s  an. a * - r e p r e s e n t a t i o n .
o f  ( y ) ,  then,  by  Lemma 2 . 8  and  t h e  f a c t  t h a t  Dp i s  a
D e d e k in d  dom ain ,  we h a v e  yDp = PeDp so  t h a t  xDp = t P eDp c
P Dp ( s i n c e  t  e Dp ) ,  and  i t  f o l l o w s  t h a t  x  € P . We h a v e
j u s t  shown, t h a t  i f  P e  S and  P o c c u r s  i n  an.
a * - r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( y ) ,  t h e n  x  € P and b y  P r o p o s i t i o n
2 . 6 ,  P m u s t  o c c u r  in. e v e r y  a - r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( x ) . T hus ,
e .
l e t  (x )  ~  H ^ i P ^1 be  an. a * - r e p r e s e n t a t i o n  o f  (x)
s .
( P r o p o s i t i o n .  2 . 6 ) ,  and then ,  l e t  (y )  ~  . 1 , w he re
s i  > 0 . F i x  i  s u c h  t h a t  l < [ i < n  . As a b o v e ,
s i  e iyD„ = P. D-pj and  xD,, = P. D-. . T h e r e f o r e ,° l  P^ P^ i  P^
e . s .
tyDp = P Dp = 3 an<  ^ f o l l o w s  t h a t
i  i  i
0  . — S
tD p = (P .D d ) 1 1 . S i n c e  tD^ c  D„ we c o n c l u d e  t h a t
i  1 Pi  Pi  Pi
e .  > s .  a nd ,  l i k e w i s e ,  e .  > s .  f o r  e a c h  j  =  1 , . . . , n  . From
J e .  ^ s .
t h i s  i t  f o l l o w s  t h a t  c  " i V i 1 c  ( y ) -  B u t ,  a l s o ,
e . 1 “ i  e  ^~
c: (x )  . T h e r e f o r e ,  c: (x )  H (y )  a  ( x ) ,  and
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r, c -s
s i n c e  ~  (x ) t h e n  (x )  fl (y )  ~  (x )  . Now b o t h  (x )  fl (y )
and  (x )  a r e  v - i d e a l s ,  so  (x )  fl (y )  = (x )  and  we h a v e
(x )  e  (y )  -  t h e r e f o r e ,  t  e D .
As an, im m e d ia te  c o n s e q u e n c e  o f  T heorem s 2 . 7  and  3*1 
we h a v e  t h e  f o l l o w i n g
C o r o l l a r y : I n  o r d e r  f o r  a  K r u l l  dom ain  D t o  b e  a  D e d ek in d
d om ain  i t  i s  n e c e s s a r y  and  s u f f i c i e n t  t h a t  e a c h  p r o p e r  p r im e  
i d e a l  o f  D b e  m a x im a l .  [ 1 1 ; 8 4 ] .
Remark: I t  i s  n o t  d i f f i c u l t  t o  s e e  t h a t  c o n d i t i o n  3)  o f
T heorem  3*1 can. be  r e p l a c e d  by
3 1) E ach  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  (x )  in. D h a s  a
e .
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  t y p e  (x )  ~  w h e re
i s  a  m in i m a l  p r i m e  i d e a l  and  i s  a
p o s i t i v e  i n t e g e r  f o r  i  = 1 , . . . , n  .
F o r ,  i n  sh o w in g  3) i m p l i e s  1 )  i n  T heorem  3 * 1 j t h e  q u a s i -  
i n v e r t i b i l i t y  o f  t h e  p r i m e  i d e a l s  i n  c o n d i t i o n  3) i s  u s e d ,  
e s s e n t i a l l y ,  o n l y  t o  i n s u r e  t h a t  e a c h  p r o p e r  (x )  h a s  a  
p * - r e p r e s e n t a t i o n .  Or, u s i n g  Theorem  2 . 7 ,  we c a n  c h e c k  
d i r e c t l y  t h a t  c o n d i t i o n ,  ( a )  in. t h e  d e f i n i t i o n  o f  K r u l l  domain  
h o l d s ;  i t  i s  e a s y  t o  se e  t h a t  c o n d i t i o n  (b )  h o l d s .  A p r o o f  
t h a t  c o n d i t i o n  ( c )  o f  t h e  d e f i n i t i o n ,  h o l d s  c a n  be  p a t t e r n e d  
a f t e r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r o o f  i n  T heorem  3*1-  And, by  
C o r o l l a r y  2 . 1 3 ,  c o n d i t i o n .  3 1) h o l d s  in. a  K r u l l  do m ain .
Theorem  3 . 2 . The f o l l o w i n g  a r e  e q u i v a l e n t  c o n d i t i o n s .
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1)  D i s  a  K r u l l  dom ain  i n  w h ic h  m in i m a l  p r im e  
i d e a l s  a r e  i n v e r t i b l e .
2)  E ac h  v - i d e a l  in. D i s  a  f i n i t e  p r o d u c t  o f  p r i m e  
i d e a l s .
3)  E ach  p r i n c i p a l  i d e a l  in. D i s  a  f i n i t e  p r o d u c t  
o f  p r i m e  i d e a l s .
4 )  D s a t i s f i e s  t h e  a s c e n d i n g  c h a i n  c o n d i t i o n  f o r  
i n t e g r a l  v - i d e a l s *  and  in. D t h e  v - i d e a l s  a r e  
e x a c t l y  t h e  i n v e r t i b l e  i d e a l s .
5) D i s  a K r u l l  dom ain  in. w h ic h  t h e  v - i d e a l s  a r e  
e x a c t l y  t h e  i n v e r t i b l e  i d e a l s .
6 ) ( i ) .  Dp i s  a  D e d e k in d  domain, f o r  e a c h  m in i m a l
p r i m e  i d e a l  P o f  D * and  ‘
( i i ) .  e a c h  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  ( x ) i n  D i s  o f  
t h e  fo r m  (x )  = * w he re  i s  p r i m a r y  f o r
a  m in i m a l  p r i m e  i d e a l  P.  and  P. ^ P . f o r1 1 J
i  ^  i  .> 0 = 1 j j n  •
P r o o f : 1 )  i m p l i e s  2 ) :  I f  A i s  a  p r o p e r  i n t e g r a l
n e iv - i d e a l *  l e t  A ~  ^ j _ - i Pi  "be < x * - r e p r e s e n t a t i o n  o f  A .
n e i
S i n c e  P^ i s  i n v e r t i b l e  f o r  e a c h  i* t h e n  -^s
n e ii n v e r t i b l e  and* t h u s *  i s  a  v - i d e a l .  T h e r e f o r e *  A =
2 ) i m p l i e s  3 ) i s  c l e a r .
3 )  i m p l i e s  4 ) :  D i s  a  K r u l l  domain, by  Theorem  3 - 1  
and* t h e r e f o r e *  s a t i s f i e s  t h e  a s c e n d i n g  c h a i n  c o n d i t i o n  f o r  
i n t e g r a l  v - i d e a l s .
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I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  m in i m a l  p r i m e  i d e a l s  o f  D 
a r e  i n v e r t i b l e .  T h e r e f o r e *  i f  A i s  a  p r o p e r  i n t e g r a l  
v - i d e a l  th e n *  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  1 )  i m p l i e s  2) above* A i s  
a  p r o d u c t  o f  i n v e r t i b l e  i d e a l s  and  so  i s  i t s e l f  i n v e r t i b l e .  
C o n v e r s e ly *  an. i n v e r t i b l e  i d e a l  i s  a lw a y s  a  v - i d e a l
4 )  i m p l i e s  5 ) :  I t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t  D i s  
c o m p l e t e l y  i n t e g r a l l y  c l o s e d  [ 4 ; 1 2 3 ]  and  f o r  t h i s  i t  i s  
enough  t o  show t h a t  e a c h  f r a c t i o n a l  i d e a l  o f  D i s  q u a s i -  
i n v e r t i b l e  [ 4 ^ 1 1 8 ] .  And* e a c h  f r a c t i o n a l  i d e a l  i s  q u a s i -  
i n v e r t i b l e  when, e a c h  ( n o n - z e r o )  i n t e g r a l  i d e a l  i s .  Thus* 
l e t  A ^ (0 )  be  an i n t e g r a l  i d e a l .  S i n c e  A ~ ( A - 1 ) - 1 * a 
v - i d e a l  whose  i n v e r s e  i s  A- ^* then.  A- 'LA ~ A ” ^ ( A ~ ^ ) - ^ = D . 
T h e r e f o r e *  A i s  q u a s i - i n v e r t i b l e * and  4 )  i m p l i e s  5 ) •
5) i m p l i e s  1 ) :  T h i s  i s  c l e a r  s i n c e  a  m in im a l  p r im e
i d e a l  o f  a  K r u l l  dom ain  i s  a  v - i d e a l  [ 4 ; l l 8 ] .
1 )  i m p l i e s  6 ) :  We o n l y  n e e d  t o  show t h a t  ( i i )  h o ld s *
and  t h i s  i s  im m e d ia t e  by  C o r o l l a r y  2 .1 4  and  t h e  f a c t  t h a t  
t h e  s y m b o l i c  p o w e rs  o f  a  p r i m e  i d e a l  P a r e  p r i m a r y  f o r  P .
6 ) i m p l i e s  1 ) :  We show f i r s t  t h a t  m in i m a l  p r i m e
i d e a l s  o f  D a r e  i n v e r t i b l e .  I f  P i s  a  m in i m a l  p r i m e  
i d e a l *  l e t  0 ={= x e P - P ^ ^  . (We h a v e  < p s i n c e
P ^ ^ D p  = (PDp)^  < PDp in. t h e  D e d e k in d  do m ain  Dp ) .  L e t t i n g
in(x )  = n i = ^Qp w he re  Qp i s  p r i m a r y  f o r  t h e  m in i m a l  p r i m e
j  * t h e n  c  P a n ^ we
have* say* Q1 c p . T h e r e f o r e *  i s  p r i m a r y  f o r  P a n d *
i d e a l  P. and  P. f  P ,  f o r  i  ={=1 1 J
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h e n c e ,  Q,  ^ = p ( k ) w h e re  Q^ JDp = (PDp)k  . But  s i n c e  x e Q1 
and  x  ^ P ^ ^ ,  t h e n  k  = 1 and  P i s  t h e  i n v e r t i b l e  i d e a l  
Qq_ •
S i n c e  m in i m a l  p r i m e  i d e a l s  o f  D a r e  i n v e r t i b l e ,  
t h e n  p r i m a r i e s  f o r  m in i m a l  p r i m e  i d e a l s  a r e  p r i m e  p o w e rs  
(Lemma 2 . 1 0 ) .  T h u s ,  e a c h  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  i n  D i s  a 
p r o d u c t  o f  p r i m e  i d e a l s  and  D i s  a  K r u l l  domain, by  
Theorem  3*1°
R e m a rk : When H i s  r e p l a c e d  b y  fl in. c o n d i t i o n  6 )  o f
Theorem  3 - 2 ,  t h e  r e s u l t  i s  a  c o n d i t i o n  e q u i v a l e n t  t o  D 
b e i n g  a  K r u l l  domain..; i n  f a c t ,  N a g a t a  [ 9 j l l 5 l  u s e s  t h e  
r e s u l t i n g  c o n d i t i o n ,  a s  t h e  d e f i n i t i o n ,  o f  a  K r u l l  d o m a in .
T heorem  3 - 3 • The f o l l o w i n g  a r e  e q u i v a l e n t  c o n d i t i o n s .
1 )  D i s  a  K r u l l  dom ain  i n  w h i c h  P^m) = Pm f o r
e a c h  m in i m a l  p r i m e  i d e a l  P o f  D a n d  e a c h  p o s i t i v e  
i n t e g e r  m .
2) E ach  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  in. D i s  a  f i n i t e  
i n t e r s e c t i o n  o f  p o w e r s  o f  q u a s i - i n v e r t i b l e  p r i m e  
x d e a l  s .
3)  E ach  p r o p e r  p r i n c i p a l  i d e a l  in. D i s  a  f i n i t e  
i n t e r s e c t i o n ,  o f  p o w e r s  o f  m in i m a l  p r i m e  i d e a l s .
P r o o f : By C o r o l l a r y  2.1^-, 1)  i m p l i e s  2) and  1)  i m p l i e s
3 ) .  We w i l l  show t h a t  2) i m p l i e s  1 )  and  f ro m  t h e  p r o o f  o f  
t h i s  i t  w i l l  b e  c l e a r  t h a t  3 ) i m p l i e s  1 ) .
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I f  2) h o l d s ,  t h e n  D i s  a  K r u l l  domain, h y  Theorem
3 . 1 .  L e t  P be  a  m in i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  D , m a  p o s i t i v e
i n t e g e r ,  0 ={= x  e P^m^, and  l e t  ( x)  ~  ■^^L^-i^i"*" Le t h e
a * - r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( x ) . We h a v e  xDp c  P^m^Dp, and  b y
e .
Lemma 2 . 1 2  we h a v e  xDp = ( P ^ ^ - j P ^ D p  = PeDp . T h e r e f o r e ,
Pe c  P111 .
k  s iNow l e t  (x )  = n i = 1Qi  w h e re  Q± i s  a  q u a s i - i n v e r t i b l e  
p r i m e  i d e a l  and  s ^ > 0 f o r  i  = 1 , . . . , k  . By Lemma 2 .17*
we can. a ssum e t h a t  Q. i s  a  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  f o r  e a c h  i .
k  s  * 1  k  s  •T h u s  (x )  = ~  " ^ e  r e p r e s e n t a t i o n  o f
(x )  , so  t h a t ,  s a y ,  = P an.d s i  = e . T h e r e f o r e ,
x  e Pe c: Pm an.d p ( m) c  Pm , w h ic h  means P^m  ^ = P111 .
F i n a l l y ,  we p r o v e  t h e  f o l l o w i n g
T heorem  3 . 4 . I f  D i s  a  K r u l l  d o m a in ,  then,  t h e  f o l l o w i n g  
two c o n d i t i o n s  a r e  e q u i v a l e n t :
1 )  D I s  N o e t h e r i a n .  [ 1 0 ; 1 9 9 ] «
2) I f  A i s  an. i d e a l  o f  D s u c h  t h a t  A ~  P f o r
some m in i m a l  p r i m e  i d e a l  P , t h e n  A i s  f i n i t e l y
g e n e r a t e d .
( T h u s ,  a  K r u l l  dom ain  D i s  N o e t h e r i a n .  i f  and  o n l y  i f  A i s  
f i n i t e l y  g e n e r a t e d  w h e n e v e r  A i s  an. i d e a l  o f  D su c h  t h a t  
Vp(A) = 1 [ 1 1 ; 8 5 ]  f o r  some m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  P o f  D ; a n d ,
D i s  N o e t h e r i a n  i f  and  o n l y  i f  A i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  
w h e n e v e r  A i s  an i d e a l  o f  D s u c h  t h a t  ADp = PDp f o r
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* . .
some m in im a l  p r im e  i d e a l  P o f  D ) .
P r o o f : 1)  i m p l i e s  2) i s  c l e a r .  To show t h a t  2)
i m p l i e s  1 ) i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  
n o n - z e r o  i d e a l  N in. D s u c h  t h a t  i f  B i s  an. i d e a l  and  
B c  N t h e n  B i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .  F o r ,  i f  s u c h  an. 
i d e a l  N e x i s t s ,  t h e n  t h e  a s c e n d i n g  c h a i n  c o n d i t i o n ,  w i l l  h o l d  
f o r  i d e a l s  c o n t a i n e d  in. N ; t h u s ,  g i v e n  a  c h a i n  
Ai  <= A2 <= . . .  o f  ( i n t e g r a l )  i d e a l s  o f  D , t h e  c h a i n  
xA^ c: xA2 c  . . . ,  w here  0 ^  x  e N , m u s t  he  o f  f i n i t e  
l e n g t h  and we c o n c l u d e  t h a t  t h e  given, c h a i n  m u s t  h e  o f  f i n i t e  
l e n g t h .  We show t h e  e x i s t e n c e  o f  s u c h  an i d e a l  N b y  show ing  
t h e  f o l l o w i n g :  I f  S i s  t h e  c o l l e c t i o n  o f  a l l  i d e a l s  B o f  
D s u c h  t h a t  B c P  f o r  some m in im a l  p r im e  i d e a l  P o f  D ( i . e .  
s u c h  t h a t  B /  D) an.d i f  B e S, then. B i s  f i n i t e l y
g e n e r a t e d .  (Hence ,  we can. t a k e  N t o  he  a  m in im a l  p r im e
. I
i d e a l  o f  D ) .
W ith  S t h e  s e t  d e s c r i b e d  a b o v e ,  l e t  T = {B e  S ) B i s
n o t  f i n i t e l y  g e n e r a t e d )  and  su p p o s e  T i s  n o n - e m p t y .  I f
(B ) i s  a  t o w e r  in. T , then .  UB i s  an. i n t e g r a l  i d e a l  a  a, a
w h ic h  i s  n o t  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .  S i n c e  B c  B0 i m p l i e s
ot, p
(B- ^ ) - ^ c  (B"1 )"1 , then. {(B” '*")- '*') i s  a  t o w e r  o f  ( i n t e g r a l )
CC p (X
v - i d e a l s ,  a n d ,  by  t h e  a s c e n d i n g  c h a i n  c o n d i t i o n  f o r  i n t e g r a l
v - i d e a l s ,  t h e  t o w e r  f ( B ^ ) - '*') h a s  a  m ax im al  e l e m e n t  B .
Now B /  D ( s i n c e  B </> D f o r  e a c h  B ) ,  and  s i n c e  
'  K a / a '
UB c  U(B- 1 )" 1 = B , then.  UB /  D . T h e r e f o r e ,  UB e T and ,a , a a ,  a a , a  a a
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by  Z o r n ' a  lemma, T h a s  a  m ax im al  e l e m e n t .
L e t  B be  a  m axim al  e l e m e n t  o f  T a nd  l e t  B c p  
w here  P i s  a  m in im a l  p r i m e  i d e a l .  S i n c e  B i s  n o t  
f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  t h e n  ( 0 ) < B ^ P  ; t h e r e f o r e
(0)  < (B- ^ ) ” ^ < P and (B” ^ ) “ ^ i s  n o t  a  p r i m e  i d e a l .  T h us ,
—1 -1  —1 - 1c h o o s e  a , b  e D -  (B“ ) “ su c h  t h a t  ab e (B )"  . One o f
a  o r  b , s a y  b , i s  i n  P and  s i n c e  P => B +  (b )  > B , t h e n
B + ( b ) e S - T  by  t h e  m a x i m a l i t y  o f  B i n  T t h u s ,
B + ( b )  i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .  We show n e x t  t h a t  B: (b)  i s  
f i n i t e l y  g e n e r a t e d .
I f  B : '(b)  ~  D , then.  Dn = [ B : ( b ) ] D n = BD ■ (b)D„ f o r  
e v e r y  m in im a l  p r i m e  i d e a l  Q o f  D , by  Lemmas 2 . 1 2  and  2 . 1 9 ;  
t h u s ,  b e BDn = (B_ ^ ~  "4)n f o r  e a c h  Q and so b e  (B- ^ ) - '1'
b y  C o r o l l a r y  2 . 1 6 .  S i n c e  b £ (B- 1 )"1 , t h e n  B : ( b ) / D  a n d ,  
t h e r e f o r e ,  B : ( b )  e S .
We h a v e  B c  (B ~ ~ ^  < (B” ^)""*": (b )  an.d, by  Lemma
2 . 2 0 ,  (B” 1 ) " 1 : ( b )  ~  B : ( b ) . T h e r e f o r e ,  B /  B : ( b )
( P r o p o s i t i o n  2 . 1 ,  p a r t  4 )  and ,  t h u s ,  s i n c e  B e  B : ( b )  , we 
h a v e  B < B : ( b ) .  S i n c e  B : ( b )  e S and B : ( b )  > B , t h e n  
B : ( b )  i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .
By Lemma 2 . 2 1 ,  B i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  and we h a v e
a  c o n t r a d i c t i o n  t o  B e T . T h e r e f o r e ,  T i s  empty and  t h e
p r o o f  i s  c o m p l e t e .
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